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VORWORT

Am 19. Mai 2005 begeht Elmar Cohors-Fresenborg seinen 60. Geburtstag. Zugleich
ist er seit etwas mehr als 30 Jahren (genau: seit dem 1. April 1975) ordentlicher
Professor fiir Mathematikdidaktik an der Universitit Osnabriick.

Nach der Amtszeit als 2. Vorsitzender in der Gesellschaft fiir Didaktik der Mathematik
von 1994 bis 2000 und der Vizeprésidentschaft in der European Society for Research
in Mathematics Education von 2001 bis 2005, deren Mitbegriinder er war, hat er seit
der diesjdhrigen Jahrestagung das Amt des 1. Vorsitzenden der Gesellschaft fiir
Didaktik der Mathematik inne.

All dies ist Anlass, seine Leistungen mit einer Festschrift zu wiirdigen.

Elmar Cohors-Fresenborg wuchs in Diisseldorf auf und besuchte dort die Schule bis
zum Abitur. AnschlieBend studierte er von 1964 bis 1972 in Miinster und zwischen-
zeitlich in Freiburg (Schweiz) Mathematik, Mathematische Logik, Physik und
Volkswirtschaftslehre. Die Miinsteraner Zeit bildet den Ursprung fiir zwei Charakte-
ristika, die mit den Namen Dieter R6dding und Heinrich Behnke verbunden sind.

Das eine Kennzeichen der wissenschaftlichen Téatigkeit Elmar Cohors-Fresenborgs ist
die Grundlagenforschung. Sie begann im Arbeitsgebiet der Mathematischen Logik bei
Dieter Rodding. Aus der Grundlagenforschung entwickelte Elmar Cohors-Fresenborg
die kognitionstheoretisch akzentuierte Mathematikdidaktik. Wie an keiner anderen
Universitét im deutschsprachigen Raum steht fiir die an der Universitdt Osnabriick in
Forschung und Lehre betriebene Mathematikdidaktik die Erforschung des mathemati-
schen Denkens, mithin die Beschéftigung mit kognitiven Prozessen beim Verstehen
von Mathematik, im Mittelpunkt. Folgerichtig kam es auch zur Griindung des Instituts
fiir Kognitive Mathematik, dessen Direktor Elmar Cohors-Fresenborg ist.

Das andere Kennzeichen der Tétigkeit in Forschung und Lehre entspringt dem
Einfluss von Heinrich Behnke, der die Zusammenarbeit von Universitdt und Schule in
beispielgebender Weise forderte. So gibt es auch an der Universitit Osnabriick seit
1981 eine alljahrliche Mentorentagung, die Angehodrige von Universitit und Schule
zusammenfiihrt. Zu nennen ist in dem Zusammenhang aber vor allem das aus dieser
Kooperation entstandene "Osnabriicker Curriculum" mit entsprechenden Schiilertext-
und Lehrerhandbiichern fiir die Schuljahrgéinge 7 bis 11. In ganz besonderer Weise
wird hier die kognitionstheoretische Ausrichtung des Mathematikunterrichts deutlich.

Kognitionstheoretische Forschung verbindet Mathematik und mathematisches
Denken; sie ist folglich ein prigendes Kennzeichen der Kognitiven Mathematik-
didaktik (Cognitive Mathematics Education - CME). Wohl kaum einer hat dies -




national wie international - so eindringlich und nachdriicklich vertreten wie Elmar
Cohors-Fresenborg. Davon zeugen zahlreiche Publikationen, vor allem aber seine
vielen Vortrage und Diskussionsbeitrdge. Seine brillanten und nicht selten unbe-
quemen Dispute - schon in jungen Jahren mit Hans Freudenthal und Hans-Georg
Steiner - belegen dies ebenso wie seine neuesten Analysen der PISA-Ergebnisse.

Die an Denkvorgéngen interessierte Mathematikdidaktik bedarf der Methoden aus
empirischer Lern- und Unterrichtsforschung sowie der Psychologie, deren je eigene
Tradition Ursula Viet und Hans Joachim Striiber an der Universitdt Osnabriick be-
griindeten. Ursula Viet war es auch, die Elmar Cohors-Fresenborg fiir ihre Universitét
zu gewinnen verstand.

Mathematikdidaktik befindet sich - inhaltlich wie methodisch - in einem Wissen-
schaftsgefiige. Zu diesem Gefiige gehdren vornehmlich Mathematik, Logik,
Philosophie, Neurowissenschaften, Psychologie und Péadagogik. Der vorliegende
Band mochte dies mit Beitrigen zum Verstehen und Unterrichten mathematischen
Denkens zum Ausdruck bringen.

Von denjenigen, die sich an dem Band beteiligt haben, sei Herbert Kiitting namentlich
erwahnt. Bei ihm in Miinster hatte Elmar Cohors-Fresenborg seine erste und einzige
Assistentenstelle, bevor er iiber Flensburg, wo er Professor wurde, nach Osnabriick
kam.

Die Autorinnen und Autoren widmen ihre Beitrdge Elmar Cohors-Fresenborg mit
Dank und Gliickwunsch. Weiterhin alles Gute!

Osnabriick, im Mai 2005

Christa Kaune, Inge Schwank, Johann Sjuts




MASCHINENINTELLIGENZ :
EIN ERGEBNIS DER MATHEMATISIERUNG VON VORGANGEN

ZUR IDEE UND GESCHICHTE DER DYNAMISCHEN LABYRINTHE

INGE SCHWANK

Kurzfassung: Van der Waerden (1954) stellte in Abgrenzung zum sprachlichen und
visuellen Denken die zentrale Bedeutung des motorischen Denkens — oder wie wir
heute sagen, des funktionalen Denkens — beim kreativen Mathematisieren heraus. Das
von Elmar Cohors-Fresenborg entwickelte Lernmaterial DYNAMISCHE LABYRINTHE
bietet vielféaltige Gelegenheiten, sich in dieser Art des Denkens zu iiben und addquate
mathematische Vorstellungen aufzubauen. Die wéhrend der Konstruktion von
DYNAMISCHEN LABYRINTHEN fortwahrend materialisierten Denkresultate erlauben
in besonderer Weise Einblicke in eine Befdhigung zum funktionalen Denken.

Abstract: Van der Waerden (1954) especially emphasizes, separate from more verbal
and visual thinking, the crucial significance of motor thinking processes, today known
as functional thinking, in creative mathematization. The DYNAMIC MAZES, a learning
tool developed by Elmar Cohors-Fresenborg, offers a variety of possibilities to
practice this type of thinking and to develop adequate mathematical concepts. The
continually materialized results of the thinking processes exercised during the
construction of DYNAMIC MAZES allows particular insights into competent
functional thinking.

1. Hintergrund

Der Flaschenautomat um die Ecke kann es, der Mensch muss es erst mithsam erlernen:
einen bestimmten Zahlenbereich zu iiberblicken, in ihm beispielsweise zu addieren
oder zu subtrahieren. Mdchte man das Geheimnis verstehen, was den Automaten zu
dieser mathematischen Leistung befdhigt, kann man einer Entwicklung folgen, die
Anfang des 20. Jahrhunderts durch gezielte Fragen zur Lage der Mathematik von
Hilbert eingeleitet worden ist. Neben der Untersuchung der Vollstindigkeit und
Widerspruchsfreiheit der Mathematik interessierte ihn auch, ob die Mathematik
entscheidbar sei, also ob ein (mechanisches) Verfahren existiere, das — angewendet
auf eine beliebige mathematische Behauptung — zu einer richtigen Entscheidung
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hinsichtlich der Wahrheit dieser Behauptung fiihrt. 1928 waren die Antworten offen,
doch nach Hilberts Ansicht sollten zukiinftige Analysen eher zu einem positiven
Bescheid fiihren. 1931 konnte Godel jedoch zeigen, dass die Mathematik weder
vollstandig noch widerspruchsfrei ist, und die Mathematik geriet in eine schwere
Grundlagenkrise. Das entscheidende Problem bei der Suche nach einer Antwort auf
die Frage nach dem Entscheidungsverfahren war, die der menschlichen Vorstellung
intuitiv gegebene Idee "mechanisches Verfahren" zundchst einmal zu mathe-
matisieren.

Menschliche Rechner — menschliche Denker

Turing gelang 1936 eine solche Mathematisierung mit einer Schopfung, die als
Turing-Maschine bekannt geworden ist. Sie war der Schliissel fiir den Beweis, dass
auch Hilberts dritte Frage verneint werden muss: das gewiinschte grandiose
Wahrheitsfeststellungsverfahren kann es nicht geben. Zugleich hatte er mit seiner
Maschine den ersten idealen Computer konstruiert. Bemerkenswerterweise berichtet
er dariiber, dass er sich bei seiner Mathematisierung davon hat leiten lassen, wie ein
»computer« rechnet — computer in der damaligen Wortbedeutung im Englischen,
némlich ein Mensch, der eine Berechnung ausfiihrt. Neben Turings Vorschlag wurden
noch andere Mathematisierungen fiir solche Verfahren erdacht. Die spannende Frage
war dabei immer, ob diese universell sind, Alleskonner in dem Sinn, dass jedes
Problem, das iiberhaupt berechenbar ist, im Prinzip durch ihren Einsatz berechnet
werden kann. Nicht zuletzt zwecks Eleganz sollten diese Mathematisierungen aus
moglichst wenigen Grundbausteinen und Regeln ihrer Verwendung bestehen.

Die Mathematisierung von Vorgéingen war in den 70er Jahren eine Leitidee der
konzeptionellen Arbeit von Dieter Rodding, Leiter des Instituts fiir Mathematische
Logik und Grundlagenforschung der Universitit Miinster, und seinen Schiilern,
darunter Elmar Cohors-Fresenborg. Die Forschergruppe suchte nach einer Prézi-
sierung der Idee, die Handlungskomplexitit eines endlichen Automaten in ein
Netzwerk von einfachen Automatenbausteinen zu zerlegen, um so zentrale Mecha-
nismen aufdecken zu konnen. Dies flihrte u.a. zu berechnungsuniversellen
Konstruktionen, die spiter als Rodding-Netze in die Literatur eingegangen sind (vgl.
Kapitel 14.6 in Erk & Priese, 2000; s. auch Kapitel 23 in Cohors-Fresenborg, 1977).
Elmar Cohors-Fresenborg hatte die Idee zur Vergegenstindlichung dieser Konstruk-
tionen und schuf so das Lernmaterial DYNAMISCHE LABYRINTHE.

Die Funktionsweise dieser DYNAMISCHEN LABYRINTHE erldutern wir im ersten Teil
dieses Beitrags anhand konkreter Aufgaben. Im zweiten Teil legen wir — ausgehend
von ihrer Entwicklungsgeschichte — ihre mathematikdidaktische Bedeutung sowohl
hinsichtlich der Unterrichtspraxis als auch der Grundlagenforschung dar.
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2. DYNAMISCHE LABYRINTHE: Mathematisieren mit Bausteinen

Aufgrund der wenigen Grundbausteine aber der gleichzeitig gegebenen
Berechnungsuniversalitit lassen sich mit den DYNAMISCHEN LABYRINTHEN
Probleme unterschiedlichsten Schwierigkeitsgrades bearbeiten. Der Einsatzbereich
reicht von der Grundschule iiber die Oberstufe bis hin z.B. zu Veranstaltungen zur
Theoretischen Informatik an der Universitit. In diesem Beitrag stellen wir
Einstiegsaufgaben vor.

Der Baukasten DYNAMISCHE LABYRINTHE (Abb.1). enthélt verschiedene Bausteine
— Wegbausteine (Geraden, Kurven, Kreuzungen, Einmiindungen) und Schalter
(Zéhler, Weichen, Flip-Flops) — die zur Konstruktion von Automatenschaltungen auf
ein Lochbrett gesteckt werden. Die Funktionsweise einer gebauten Schaltung wird
getestet, indem sie mit einem Holzstdbchen abgefahren wird. Allgemein gilt die
Fahrregel: "Immer der Nase nach!”, bei dem Kreuzungsbaustein ist zur Einhaltung der
Determiniertheit zusétzlich festgelegt, dass er nur geradeaus durchfahren werden darf.
Der bedeutsamste Typ Wegbaustein ist die Einmiindung. Erméglichen die anderen
Wegbausteine lediglich die schlichte Fortsetzung des einmal eingeschlagenen Weges,
konnen mit der Einmiindung zwei Wege zusammen gefiihrt und dadurch etwa eine
Wiederholung eingeleitet werden (s. auch Abb.4).

Abb. 1: Der Baukasten
DYNAMISCHE LABYRINTHE mit Steckbrett
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Abb. 2: Arbeitsblatt "Schalter: Flip-Flop, Weiche"




Abb. 3: Arbeitsblatt "Schalter mit Zahlendrehscheibe (Zdhler)"
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Abb. 4: Wegbausteine

Die michtigsten Bausteine im Baukasten sind die drei verschiedenen Schalter. Durch
ihre geeignete Verwendung ist es moglich, den Verarbeitungsfluss je nach Bedarf
automatisch umlenken zu lassen, z.B. um die korrekte Abrechnung zu bewerk-
stelligen, dass fiir genau zwei Euro eine Ware ausgegeben wird. Einen Schalter
angemessen zu verstehen, ist nicht einfach und erfordert gute unterrichtliche
Begleitung. Es empfiehlt sich, fiir diese Schalter bewegliche Tafelmodelle aus Pappe
anzufertigen. Arbeitsbldtter mit Bastelanleitungen fiir Papiermodelle sind erstellt
worden, so dass auch ohne vorliegenden Baukasten iiber Schaltungen nachgedacht
werden kann (Abb.2: Schalter, Abb.3: Schalter mit Zahlendrehscheibe).

Insbesondere Menschen, die Schwierigkeiten mit funktionalen Vorstellungen haben,
ist der Zugang zum Verstindnis der Funktionsweise von Schaltungen erschwert (s.
z.B. Schwank 2003, Schwank et al. 2003).
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2.1 Start- und Ziel-Orte verbinden

Bei jiingeren Schiilern' ist es ratsam, die Baukisten zunichst ohne die Schalter-

Bausteine zu benutzen und nur den korrekten Umgang der fiir die Verbindung der
Schalter zur Verfiigung stehenden Wegbausteine (Abb.4) zu erarbeiten.

Dazu werden sogenannte Start-/Ziel- bzw. Eingang-/Ausgangprobleme gestellt. Mit
farbigen Aufklebern werden jeweils zwei bis drei Geraden z.B. als gelbe, blaue oder
grime Geraden markiert und eine geschickte Verteilung dieser Geraden an den
Réndern des Steckbrettes seitens des Lehrers vorgegeben. Entsprechend der Fahrregel
fungieren Geraden, die mit ihrer Nase ins Brett schauen, als Eingénge, Geraden, die
mit ihrer Nase aus dem Brett herausschauen als Ausgénge. Die Aufgabe besteht darin,
Geraden gleicher Farbe miteinander zu verbinden, oder anders ausgedriickt, dafiir zu
sorgen, dass nach Befahren eines Eingangs der zu ihm farblich passende Ausgang
erreicht wird. Bereits bei diesen einfachen Aufgaben ist auffallig, dass Menschen,
Schiiler wie Lehrer, sich mehr oder weniger leicht darauf einlassen, in einem Problem
ein Organisationsproblem zu sehen, statt etwa vorrangig sich von der Asthetik eines
Muster leiten zu lassen.

2.2 Maschinen-Schaltungen

Bereitet der Umgang mit den Wegbausteinen keine Probleme, kann die Konstruktion
einer ersten Schaltung in Angriff genommen werden, mit der ein aufwindigeres
Problem mathematisiert werden soll. Gesucht ist eine Automatenschaltung, mit der
eine periodische Folge ababab ... sortiert werden kann. Attraktiv ist, den Schiilern
diese Folge in Form von dunklen und hellen Mini-Schokokiissen zu zeigen:

"Ihr sollt eine Schaltung fiir eine Maschine bauen, die etwas besonderes
kann. Die Maschine hat genau einen Eingang. An diesem Eingang kommen —
so wie ihr hier seht — abwechselnd dunkle und helle Schokokiisse an. Die
Maschine hat zwei Ausgénge, an dem einen sollen alle dunklen rauskommen,
an dem anderen alle hellen, also farblich schon sortiert."

Jeder Schiiler erhélt eine mit "E" markierte Gerade als Eingang und zwei passend
farbig beklebte Geraden fiir die Ausgéinge. Es kann niitzlich sein, zunichst jeden
Schiiler einen Flip-Flop auf sein Brett stecken zu lassen, um die Aufgabenstellung
besser verstandlich zu machen (Abb.5).

"Mit diesem Baustein ist es ganz einfach. Probiert mal aus, was passiert,
wenn ihr ihn abwechselnd mit dunklen und hellen Schokokiissen befahrt."

1. Die Begriffe "Schiiler" und "Lehrer" sollen stets geschlechtsneutral verstanden werden und jeweils die
maskuline und feminine Form umfassen.
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Abb. 5: 2er-Sortierer mit Flip-Flop (links) bzw. mit Weiche (rechts)

Gibt man den Schiilern zum Testen stellvertretend fiir die Schokokiisse farbige
Stiabchen, die sie in der vorgegebenen Ordnung vor den Eingang ihrer Schaltung
legen, ist es fiir sie leichter, die Reihenfolge beim Befahren einzuhalten. Erstaunt stellt
die Klasse fest, dass mit dem Flip-Flop das gestellte Problem unmittelbar geldst ist
(ggfs. an der Tafel mit Tafelmodell vorfiihren lassen) und die Lehrkraft fahrt fort:

"Jetzt wird es schwieriger! Legt den Baustein zur Seite. Lost dasselbe
Problem, die Schokokiisse zu sortieren, mit diesem Baustein hier."

Jeder Schiiler erhilt eine Weiche. Statt die Schiiler ganz alleine tiifteln zu lassen, kann
mit ihnen zundchst anhand eines Tafelmodells besprochen werden, welche
Moglichkeiten die Weiche insgesamt zum Befahren bietet und was dabei unterwegs
passiert. Wahrend der Flip-Flop bei jeder Durchfahrt automatisch umgestellt wird,
muss das Umstellen bei der Weiche durch geeignetes Befahren einer der beiden
halbmondférmigen Wege besorgt werden (Abb.5). Ideen zu meistern derart "jetzt
muss ich das Stibchen in dem Baustein etwas regeln lassen, was spdter flir das
Funktionieren gebraucht wird", fallt nicht allen Schiilern leicht (vgl. Schwank 1996,
2003).
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2.3 Vielfiltiges Sortieren

Die Idee des 2er-Sortierers mit
Weiche soll zunichst zu einem
3er-Sortierer mit Weichen und
dann weiter zu Sortierern
beliebiger Periodenldnge n
verallgemeinert werden. Im
Falle des 3er-Sortierers (Abb.
6) ist eine periodische Folge
abcabc ... zu sortieren (z.B.
dunkel-, hell-, mittelbraune
Schokokiisse). Die erste Wei-
che sortiert ¢ aus und lasst bc
passieren. Dies ist ein Fall fiir
den FEinsatz des bereits
bekannten 2er-Sortierers. Die-
se Idee ldsst sich zu einem
induktiven Verfahren fiir den
Bau von n-Sortierern erwei-
tern. Bereits Grundschiiler
sind in der Lage, dieses selbst
zu entdecken — spatestens nach
Konstruktion und Diskussion
zweler weiterer Maschinen:
4er- und Ser-Sortierer.

Mit dem Arbeitsblatt "Ord-

nung in Bewegung" (Abb.7) Abb. 6: 3er-Sortierer mit Weichen

gerdt der Aufbau der Zahlen in

den Blick. Die Schiiler erkunden anhand ihres 3er-Sortiers Ideen aus der
Teilbarkeitslehre: in der natiirlichen Reihenfolge der Zahlen werden die Zahlen je
nach Rest an den verschiedenen Ausgéngen aussortiert. Interessante und aufgrund von
Teilbarkeitsverhiltnissen erkldrbare Muster ergeben sich an den Ausgéngen in
Abhingigkeit davon, welche Periodenldnge p die Reihe hat, die durch einen
bestimmten n-Sortierer verarbeitet wird; kgV, ggT und Primzahlen sind besondere
Ereignisfille, die es in ihrer Besonderheit zu entdecken und zu diskutieren gilt.

Ein mit den Sortieraufgaben verwandter Aufgabentyp ist die Konstruktion von
Schaltungen fiir Verkaufsautomaten, womit dann auch die mathematische Intelligenz
des eingangs erwihnten Flaschenautomaten verstehbar wird. Die Warenausgabe

47




Abb. 7: Arbeitsblatt "Ordnung in Bewegung"
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aufgrund einer bestimmten Anzahl von
Miinzen ist ein Fall von Sortieren: In der
Folge der eingeworfenen Miinzen muss
diejenige Miinze aussortiert werden, auf die
die Warenausgabe erfolgen soll, wihrend alle
anderen zum Einwurf weiterer Miinzen
auffordern. Es beginnt wieder ganz einfach:

"Entwickelt eine Schaltung fiir einen
Verkaufsautomaten, der auf den Ein-
wurf von 10 Cent-Miinzen reagiert.
Fiir genau zwei 10 Cent-Miinzen soll
es einen Kaugummi geben."

Die Schiiler stellen fest, dass sie mit ihrem
2er-Sortierer dieses Problem bereits gelost
haben: periodisch zihlen zu kdnnen, ist eine
Organisationsfrage. Die erste 10 Cent-Miinze
erreicht den einen Ausgang, der nun die
Bedeutung hat "weitere 10 Cent-Miinze muss
eingeworfen werden", die zweite 10
Cent-Miinze erreicht den anderen Ausgang,
der nun die Bedeutung hat "Warenausgabe
veranlassen" und so fort. Der Schritt zu
Verkaufsautomaten, die mehr 10
Cent-Miinzen anfordern, liegt auf der Hand.
Man baut den Sortierer entsprechender
Periodenlénge (Anzahl der erforderlichen 10
Cent-Miinzen), ldsst den Ausgang, der von
der letzten 10 Cent-Miinze in der Periode
erreicht wird, isoliert ("Warenausgabe
veranlassen") und verbindet alle anderen

ADbb. 8: Flip-Flop-Verkaufsautomat
fiir 8 Miinzen

Ausginge zu einem einzigen ("mehr Geld fordern"). Verkaufsautomaten konnen statt
mit Weichen auch mit Flip-Flops gebaut werden (Abb.8). In der mathematischen
Knobelecke konnen schlie8lich Maschinen zum Sortieren der unterschiedlichsten
periodischen Muster behandelt werden wie z.B. abacabac ... oder abbacabbac ... .
Eine neue Idee erfordert eine Maschine, die den Einwurf unterschiedlicher Miinzen
gestattet (z.B. 1 €- und 2 €-Miinzen; hierfiir werden zwei Eingéinge bendtigt) und die
unterschiedlichen Miinzwerte bei der Ausgabe einer Ware (z.B. fiir 3 €) richtig
verwaltet. Nicht alle Schaltungen, die mit Weichen konstruierbar sind, konnen auch

mit Flip-Flops gebaut werden, wohl aber umgekehrt.
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2.4 Mathematisierung von Anzahlen

Die Bezeichnungen der uniiberschaubar groflen und ungemein vielféltigen Anzahlen
stellte fiir die Menschheit eine groe Herausforderung dar. Eng mit den
Bezeichnungen verwoben waren die Mithen und Qualen beim rechnerischen Umgang
mit diesen Anzahlen. Den entscheidenden Durchbruch brachte die Erfindung der
Darstellung von Anzahlen mit Hilfe eines Stellenwertsystems (vgl. Schwank 2005).
Was ist das Besondere an dieser Art Bezeichnungssystem fiir Anzahlen?

Einmal kann man das Besondere darin sehen, dass es ein einfaches, universelles
Ordnungssystem ist, um Zahlen beliebiger Grofe nach einem einheitlichen Muster
darzustellen. Zum anderen kann man das Besondere darin sehen, dass mit dieser Art
der Zahldarstellung Momentaufnahmen in einem — nach einem durchgéngigen Prinzip
ablaufenden — schlichten Abzdhl-Prozess moglich sind. Im weiteren Unterricht wird
letzterer Aspekt aufgegriffen und das Funktionieren eines Stellenwertsystems als
dynamisches Bezeichnungssystem anhand der Dualzahldarstellung mit Flip-Flops
erarbeitet (Abb.9: Arbeitsblatt "Zahlen ereignen sich").

Aufgabe fur die Schiiler ist, die Zustinde der Flip-Flops nach jeder Durchfahrt zu
protokollieren. Die Symbolik fiir die Flip-Flop-Zustéinde kann frei gewéhlt werden,
z.B. o(ben)/u(nten), r(echts)/I(inks) oder wie auf dem Arbeitsblatt vorgegeben mit 0/1.
Es ist eine aufregende Entdeckung, dass ein Zustandsprotokoll, also herausgegriffene
Momentaufnahmen des Prozesses, gerade die Représentation der Zahlen von Null bis
Sieben in Dualzahlschreibweise ergibt. Mit einer weiteren Stelle, also einem weiteren
Flip-Flop, kdime man bis Fiinfzehn, der letzte Ausgang wird bei der sechzehnten
Durchfahrt erreicht. Jedes Stellenwertsystem funktioniert analog zu dieser
Flip-Flop-Maschine: In jeder Stelle wird — beginnend in der Ausgangssituation Null —
entlang des vorgegebenen Ziffernvorrates um Eins weiter geschaltet. Ist man am Ende
angekommen, wird diese Stelle auf ihren Ausgangszustand Null zurlickgesetzt, man
gelangt zur nédchst hoheren Stelle und schaltet dort einen weiter. Die gerade
geschaltete Stelle wird erst wieder erreicht, wenn die ihr unmittelbar vorangehende
Stelle durchgeschaltet worden ist, diese braucht das Durchschalten der vor ihr
liegenden Stelle usw. bis hin zur Einerstelle. Was beim Umgang mit der symbolischen
Zahldarstellung leicht in den Hintergrund gerit, wird beim Arbeiten mit der Maschine
offensichtlich: der Aufwand, in einer Stelle um eins weiterzuschalten, dort "Eins"
dazuzurechnen, steigt dramatisch, je weiter weg von der Einerstelle diese Stelle
angesiedelt ist. Eine schlichte Null "anzuhdngen", bedeutet, den Flip-Flop-Baum um
einen Flip-Flop auszubauen.
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Abb. 9: Arbeitsblatt "Zahlen ereignen sich"
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Weiterfiihrung

Mit interessierten Schiilern kann man diese Einsicht ins Stellenwertsystem nutzen und
eine Maschine bauen, die auf der Basis Vier zdhlt. Dazu benutzt man fiir jede Stelle als
Teilmaschine eine 4er-Sortiermaschine aus Flip-Flops.

Abb. 10: Ans Ziel zur Sechs mit Zehn Flip-Flopschaltungen oder mit Zwolf

Die Mathematisierungen beim Problem "Bauen von Verkaufsmaschinen mit
Flip-Flops" wird durch das Stellendenken in neue Bahnen gelenkt. Im Falle eines
Warenwertes von 2" Miinzen nimmt man einfach » Flip-Flops in einfacher Hinter-
einanderschaltung, im Falle von 2" - ¢ Miinzen muss man sich tiberlegen, wie man den
Zustand fiir 2" durch geeignete Riickkopplungen um a Schritte schneller erreichen
kann. Dabei kann man sich durch geschicktes Weiterschalten in hoheren Stellen
ersparen, die davor liegenden Durchschaltungen erst alle wieder durchnudeln zu
missen. Als QualitdtsmaB fiir die konstruierten Maschinen nehme man die Anzahl der
benotigten Flip-Flopschaltungen zum Erreichen der letzten Miinzdurchfahrt und
veranstalte Schiiler-Wettbewerbe. (Abb.10)
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2.5 Mechanisch-algorithmische Verarbeitung von Zahlen

Mit der dritten Schalterart, dem sogenannten Zihler, wird ein dynamischer
Speicherplatz fiir Zahlen angeboten. Damit konnen Maschinen konstruiert werden, die
abhdngig von Anfangswerten Endergebnisse produzieren. Es ist eine besondere Form
der Mathematisierung der mathematischen Idee Funktion, wobei die Aspekte Variable
und funktionale  Abhéingigkeit

sowie Argumente und Werte einer

Funktion einer speziellen Betrach-

tung unterzogen werden. Die Funk-

tionsweise einer geeigneten Ma-

schine, die sich aus der Verschal-

tung ihrer Bauteile ergibt, entspricht

der Wirkungsweise der Funktion.

Diejenigen  Speicherplitze, die

anfangs mit Eingabewerten belegt

werden, stehen fiir die Variablen,

auf die die Funktion zugreift. Der

Funktionswert ist in der Maschine

in einem bestimmten, vereinbarten

Speicherplatz ablesbar, und zwar

Abb. 11: Additionsmaschine nachdem der Ausgang der Maschi-

ne erreicht worden ist. Eine

Maschine zu konstruieren, verlangt,

die funktionale GesetzméBigkeit in

Form eines Verfahrens auszu-

driicken. Die Maschine auszu-

probieren bedeutet, die Funktion zu

er-fahren. Als Einstiegsaufgabe

bietet sich die Konstruktion einer

Maschine zur Addition zweier

natiirlicher Zahlen an (Abb.11), die

dann zu einer Subtraktionsmaschine

(Abb.12) umgebaut werden kann.

Da jede berechenbare Funktion im

Prinzip mit den DYNAMISCHEN

LABYRINTHEN darstellbar ist, sind

der Komplexitit der Aufgaben-

Abb. 12: Subtraktionsmaschine stellungen kaum Grenzen gesetzt.
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Sind zur Losung eines Problems unterschiedliche Maschinen konstruiert worden,
konnen sie in eine Rangordnung gebracht werden, die darauf beruht, mit vielen
Rechenschritten (vorwirts-, riickwértszéhlen in den Zéhlern) das Ergebnis jeweils
berechnet wird. Ideen fiir unterschiedliche Konstruktionsweisen und damit auch
Optimierungen konnen sich aufgrund von Termumformungen ergeben. Gegeben sei
z.B. f(x,, X,) = 2(x,+x,). Hier fallen zunichst die Rechenschritte an, um diec Summe
von X, und X, zu bilden (ist mit einem Aufwand von 2x, moglich), anschlielend muss
diese Summe noch verdoppelt werden (ist mit einem Aufwand von 3(x,+x,) moglich;
insgesamt fallen also 5x,+3x, Rechenschritte an). Baut man dagegen eine Maschine
nach der Idee 2x,+2x, , die sich aufgrund der Klammerauflosung ergibt, wird zunéchst
in einem dritten Speicherplatz das Doppelte des einen Eingabewertes erzeugt (ist mit
einem Aufwand von 3x, moglich) und dann in diesem dritten Speicherplatz auch noch
das Doppelte des zweiten Eingabewertes besorgt, so dass gleichzeitig die Addition
erfolgt (ist mit einem Aufwand von 3x, moglich; insgesamt fallen also 3x,+3x,
Rechenschritte an). Die nach der zweiten Idee geschickt konstruierte Maschine
berechnet den Funktionswert von f also mit weniger Aufwand.

Hinsichtlich ihres Variablenverstiandnisses ist es fiir die Schiler erhellend, zu erleben,
dass ihre Maschinen auch im Falle zugedeckter Zahlensichtfenster funktionieren: In
Partnerarbeit stellt einer — nicht sichtbar fir den anderen — Zahlenwerte ein, verdeckt
die Sichtfenster und ldsst den anderen dann mit der Maschine das Ergebnis
produzieren. Es geht: man kann mit unbekannten, beliebig, aber fest gewéhlten Zahlen
operieren.

2.6 Debugging-Aufgaben

Eine besondere Aufgabenart stellen Debugging-Aufgaben dar. Hier geht es darum,
fertige Maschinen zu iiberpriifen und sie ggfs. zu reparieren. Im angegebenen Beispiel
ist zu untersuchen, ob mit der konstruierten Maschine das Doppelte einer Zahl
berechnet werden kann. Nicht nur die Erkenntnis ist wichtig, inwiefern eine Maschine
funktioniert oder gerade nicht, sondern auch die Erkenntnis dariiber, welche
Moglichkeiten bestehen, eine nicht funktionierende Maschine zu reparieren. (Abb.13:
Arbeitsblatt "Stimmt es? "). Erlernen Schiiler spéter zusitzlich die formale Notation
fiir solche Berechnungsvorgénge, kann beobachtet werden, dass einige von ihnen
besser in der Lage sind, den Fehler in der formalen Notation zu erkennen und zu
korrigieren als ihn in der Maschine aufzuspiiren und zu reparieren. Die
unterschiedlichen Représentationsformen — enaktiv, ikonisch, symbolisch — sind hier
im Brunerschen Sinne zu bewerten, ndmlich nicht als in einer festen Hierarchie
stehend sondern unterschiedlich nebeneinander existierend mit diversen Wechsel-
wirkungsmdglichkeiten (vgl. Bruner 1964).
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Abb. 13: Arbeitsblatt "Stimmt es?"
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3.  Zur Entstehungsgeschichte der DYNAMISCHEN LABYRINTHE

Die Verwendung der DYNAMISCHEN LABYRINTHE als Unterrichtsmaterial sowie als
Werkzeug bei der Erforschung bestimmter kognitiver Vorgédnge, die zentral fiir
mathematisch-logisches Denken sind, begann in den 70er Jahren des letzten
Jahrhunderts. Sie in den Abschnitten 3 und 4 darzustellen, dient dazu, die vielfaltigen,
verzweigten und sich immer wieder befruchtenden Aspekte bei der Forschungs- und
Entwicklungsarbeit von Elmar Cohors-Fresenborg im Kreise seiner Kollegen,
Mitarbeiter und Schiiler zu beleuchten.

3.1 Die Urspriinge: Bausteine entstehen in Handarbeit

Die Wurzeln reichen in die Doktorandenzeit des Elmar Cohors-Fresenborgs am
Miinsteraner Institut fiir Mathematische Logik und Grundlagenforschung, in der er in
der Forschergruppe seines Lehrers Dieter Rodding die Entstehung und Bewéhrung
eines Konzeptes der sequentiellen Netzwerke endlicher Automaten miterlebte. Zum
Beispiel konnte sein Studienkollege Thomas Ottmann zeigen, dass sich jeder endliche
Automat durch ein Netzwerk simulieren ldsst, in dem neben Verbindungsstiicken nur
Einmiindungen und Weichen als Automatenbausteine benétigt werden (Ottmann
1973). Als Elmar Cohors-Fresenborg zum 1. Oktober 1973 seine erste Professur an der
Péadagogischen Hochschule in Flensburg antrat, baten ihn die dortigen Kollegen, sich
auch um die Betreuung der zahlreichen Studenten mit dem Studienschwerpunkt
Mathematik fiir die Grundschule zu kiimmern. Thm kam in dieser Zeit — nicht zuletzt
auch dadurch beeinflusst, dass die elektronisch gesteuerten, automatisierten Prozesse
zunehmend in Industrie und Verwaltung an Bedeutung gewannen — die Idee, ein
Veranschaulichungsmittel zu kreieren, das schon Kindern im Grundschulalter erlaubt,
auf spielerische Weise ein Verstindnis fiir grundlegende Prinzipien automatisch
ablaufender Prozesse zu entwickeln. Die kurz zuvor in Miinster etablierten
Automaten-Ideen sollten als Baukasten mit mechanisch funktionierenden Bausteinen
entstehen. Im Riickblick mutet die Entstehungsgeschichte vielleicht ein wenig
sonderlich an: Zu Beginn des Jahres 1974 bastelte Elmar Cohors-Fresenborg im Keller
mit seiner Laubsdge aus Holz erste Prototypen der Bausteine. Es gelang ihm, in
Handarbeit Flip-Flop, Weiche und Zéhler tatsdchlich mit einem funktionsfdhigen
Mechanismus auszustatten (vgl. Abb.14).
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Abb.14: Maschine zum Addieren bzw. Subtrahieren
aus den ersten Holzbausteinen

Abb.15: Die drei Generationen der DYNAMISCHEN LABYRINTHE Bausteine
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3.2 Erste Unterrichtserprobungen

Ausgerlstet mit einer handgefertigten Kleinserie, bei der die einzelnen Bausteine mit
Klettband auf Teppichbodenresten zu befestigen waren, fanden 1974 im Sommer-
semester Fachpraktika mit ersten Unterrichtsversuchen in je einem dritten und einem
vierten Schuljahr statt. Im darauf folgenden Wintersemester erprobten Studenten in
Fachpraktika Unterrichtsreihen in je einem ersten, zweiten und dritten Schuljahr. Eine
erste Examensarbeit iiber diese Unterrichtserprobungen (Muxfeldt, 1975) begriindete
zugleich die Tradition im Hause Cohors-Fresenborg, engagierte Studenten frithzeitig
in die Forschungs- und Entwicklungsarbeit einzubeziehen.

3.3 Produktion des Baukastens DYNAMISCHE LABYRINTHE

Schon bald stand der Wechsel von Elmar Cohors-Fresenborg zu der aus einer
Padagogischen Hochschule neu hervor gegangenen Universitdt Osnabriick an. Bei den
Berufungsverhandlungen konnte die damalige Vorsitzende der Haushaltskommission,
Ursula Viet, von den Chancen die mit dem Einsatz der DYNAMISCHEN LABYRINTHE
verbunden sind, schnell iiberzeugt werden. Sie sorgte fiir die finanziellen
Moglichkeiten, um durch die Beschiitzenden Werkstétten Osnabriick eine grofere
Anzahl von Bausitzen herstellen zu lassen. Die Bausteine wurden nun aus Hartplastik
gefrist und mit einem Metallstift versehen, damit die Befestigung fiir
Schaltungskonstruktionen auf gelochten Holzplatten erfolgen konnte. Als
Aufbewahrungsort dienten ab sofort eigene Kisten. 1977 wurde schlieBlich
entschieden — unterstiitzt durch Sponsoren — Spritzgusswerkzeuge bauen zu lassen,
mit denen immer wieder kostenglinstig Kleinserien produziert werden kdnnen (Abb.
15).

4. Zur Geschichte des Einsatzes der DYNAMISCHEN LABYRINTHE
4.1 Unterrichtspraxis

Die erstaunlichen und wegweisenden Moglichkeiten des Einsatzes der
DYNAMISCHEN LABYRINTHE im Unterricht beruhen darauf, dass zum einen mit
ithnen die Vergegenstindlichung und damit unmittelbare Be—greif~barkeit von
fundamentalen mathematischen Ideen moglich ist und dass zum anderen die
Bedeutung der Computer in den letzten Jahrzehnten im Alltag enorm zugenomen hat.
Unterricht, der das Erlernen und Verstehen der grundlegenden »Funktionieren — aber
wie?«-Ideen ermdglicht, wird zunehmend zu einem selbstverstindlichen und
verbindlichen Bildungsangebot (s. dazu auch Schwank, 2004).
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4.1.1 Grundschule

Mathematik-Arbeitsgemeinschaften

Immer wieder sind die DYNAMISCHEN LABYRINTHE in der Grundschule Gegenstand
mathematikdidaktischer Forschungs- und Entwicklungsarbeit geworden. Aufbauend
auf den kognitionstheoretischen Uberlegungen zum Unterschied pridikativer versus
funktionaler kognitiver Strukturen ist eine Unterrichtseinheit zur Propadeutik des
Programmierens fiir das dritte Schuljahr entwickelt und erprobt worden. Die
Ergebnisse sind in einer Dokumentation exemplarischer Unterrichtsstunden
verdffentlicht worden (Schwank, Bartz & Hornschemeyer, 1998; Schwank, 1998).

Forderunterricht

Die Mdoglichkeiten, die die DYNAMISCHEN LABYRINTHE fiir einen wenig sprach-
aber stark problemorientierten Zugang zur Férderung mathematischen Denkens und
Problemldsens bieten, bewogen die Bezirksregierung Weser-Ems 1982, die Eignung
des Materials fiir einen besonderen Forderunterricht im 3. Schuljahr einer
Grundschule in der Osnabriicker Innenstadt — damals wie heute mit einem hohen
Anteil von Kindern mit Migrationshintergrund — erproben zu lassen. Die Tatsache,
dass auch Kinder mit sehr geringen Deutschkenntnissen ihre Chance zu selbstdndigem
Losen schwieriger Aufgaben erfahren konnten, hat ihr Selbstwertgefiihl und in Folge
ihre Einstellung zur Schule deutlich verbessert (Cohors-Fresenborg & Abrahamczyk,
1982).

4.1.2 Orientierungsstufe

Im Schuljahr 1976/77 betreute Elmar Cohors-Fresenborg die umfangreiche
Erprobung der DYNAMISCHEN LABYRINTHE mit standardisierten Unterrichts-
entwiirfen in 17 fiinften Klassen in zwei Osnabriicker Orientierungsstufen .

Es entstand die Idee, eine abgeschlossene Unterrichtsreihe zum Thema "Warum
konnen Automaten rechnen?" zu entwickeln. Ursula Viet regte an, diese
Unterrichtsreihe in der Gestalt von Heften zur programmierten Unterweisung zu
konzipieren und stellte sich mit ihrer Kompetenz auf diesem Gebiet als
Gewihrsperson zur Verfligung. In Zusammenarbeit mit den beiden Studentinnen
Doris Finke und Sigrid Schiitte entstand schlieBlich eine Folge von neun Heften mit
einem Lehrerhandbuch (Cohors-Fresenborg, Finke & Schiitte, 1979a). Schon bald

1. Anlass war die Betreuung einer groferen Gruppe von Fachpraktikanten im Rahmen des damals an der
Universitdt Osnabriick stattfindenden Modellversuchs "Einphasige Lehrerausbildung", bei der der
Universitdt auch die unterrichtspraktische Ausbildung der Studierenden (bei einhergehender
Studienzeitverldngerung) oblag.
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wurden die Hefte fiir Schiiler ins Englische iibersetzt (Cohors-Fresenborg, Finke &
Schiitte, 1979b). Der Auftritt von Elmar Cohors-Fresenborg in der WDR-Fernseh-
sendung "Computerclub" bei Wolfgang Back 1984 brachte u.a. das Angebot eines
niederldndischen Lehrers, der durch die Sendung Interesse am Einsatz der
DYNAMISCHEN LABYRINTHE bei seinen Schiilern gefunden hatte, die Hefte fiir
Schiiler in seine Landessprache zu iibersetzen (Cohors-Fresenborg, Finke & Schiitte,
1984).

Gewinnbringend wurden die DYNAMISCHEN LABYRINTHE auch in speziellen
Forderkursen fiir Orientierungsstufenschiiler mit Hauptschulzuweisung eingesetzt.

4.1.3 Sekundarstufe I

Gymnasium

Die Idee, {iber den Bau von DYNAMISCHEN LABYRINTHEN zu einer Einfithrung der
Registermaschinen-Programmierung' und von dort weiter zur Einfiihrung des
Funktionsbegriffs zu gelangen, fithrte zur Konzeption und Erprobung -einer
Unterrichtsreihe "Registermaschinen und Funktionen" fiir Klasse 8 im Gymnasium.
Gemeinsam mit Mathilde Griep erprobte die Autorin die Ideen im Fachpraktikum.
Aus den Unterrichtvor- und Nachbereitungen entstand ein Textbuch fiir Schiiler
(Cohors-Fresenborg, Griep & Schwank, 1979). Mathilde Griep schrieb iiber die
didaktische Analyse und die Konzeption einiger exemplarischer Stundenentwiirfe ihre
Examensarbeit, die dann Grundlage fiir ein Lehrerhandbuch wurde (Cohors-
Fresenborg & Griep, 1982), wihrend sich die Autorin in Automatentheorie vertiefte
(Schwank 1982, 1984, 1987a).

In einem spéteren Gutachten fiir den Niedersédchsischen Kultusminister wurden die
Ideen zur handlungsorientierten Mathematik fuflend auf den DYNAMISCHEN
LABYRINTHEN zusammengefiihrt (Schwank, 1987b). Dieses erwies sich als wichtige
Grundlage fiir den algorithmischen Teil des Schulversuchs "Integration algorith-
mischer und axiomatischer Denkweisen in den gymnasialen Mathematikunterricht
(Klasse 7/8) als Beitrag zur informations- und kommunikationstechnologischen
Bildung" des Niedersidchsischen Kultusministeriums (Cohors-Fresenborg & Kaune,
1993). Dieser Versuch wurde in den Jahren 1987-1993 durchgefiihrt; die
wissenschaftliche Begleitung oblag Elmar Cohors-Fresenborg. Im zugehorigen
Schulbuch (Cohors-Fresenborg, Kaune & Griep, 1995) bilden die DYNAMISCHEN

1. Die Registermaschine wurde als ein mathematisches Konzept in der Theorie der Berechenbarkeit und
Entscheidbarkeit — als Ersatz fiir das bis dahin tibliche Konzept der Turing-Maschine — von Dieter
Rodding eingefiihrt (Rodding, 1968). Es hat zu vielen neuen Resultaten gefiihrt, aber auch zu stark
vereinfachten Beweisen (vgl. z. B. Cohors- Fresenborg, 1977, S. 37-42).
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LABYRINTHE weiterhin die Basis fiir den Aufbau von tragfihigen Vorstellungen zum
Funktionsbegriff.

Realschule

Parallel zu dem gymnasialen Schulversuch wurden im Auftrag des Schulaufsichts-
amtes Osnabriick Fortbildungen fiir Realschullehrer angeboten, die dabei, ausgehend
von den DYNAMISCHEN LABYRINTHEN, liber die Registermaschinensprache in die
damals in den Schulen verbreiteten Programmiersprachen BASIC und PASCAL
eingefiihrt wurden.

4.1.4 Unterricht mit horgeschidigten Schiilern

Die Erfolge beim Einsatz der DYNAMISCHEN LABYRINTHE fithrten dazu, im
Rahmen einer vom Niedersdchsischen Ministerium fiir Wissenschaft und Kunst (mit
Mitteln aus dem Niedersachsen-Vorab der VW-Stiftung) von 1981 bis 1983
geforderten Pilotstudie zu erproben, wie sich auf einer handlungsorientierten,
algorithmischen Grundlage der Mathematikunterricht fiir horgeschédigte Schiiler in
den Jahrgéingen 5 und 6 verbessern lieBe. Der Erfolg dieser Pilotstudie und die guten
Erfahrungen mit der Unterrichtsreihe "Registermaschinen und Funktionen" im
Gymnasium lieBen den Niedersédchsischen Sozialminister am Landesbildungszentrum
fiir Horgeschéddigte in Osnabriick 1984-1987 in den Klassen 5 bis 10 den
BLK-Modellversuch "Algorithmisches Denken im Mathematikunterricht mit Hor-
geschddigten" durchfilhren, um Horgeschiadigten auf der Grundlage -eines
Verstindnisses von Algorithmen eine tragfdhige Einfiihrung in den Funktionsbegriff
zu geben und darauf aufbauend die Behandlung der Gebiete der Schulalgebra neu zu
erschlieen (Cohors-Fresenborg, 1985b; 1986; Schwank, Cohors-Fresenborg &
Goldberg, 1984).
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4.1.5 Veranstaltungen zur Theoretischen Informatik

Bei der Behandlung der Ideen der Berechenbarkeit und der Komplexitidt von
Algorithmen sind die DYNAMISCHEN LABYRINTHE auch bei Studenten ein beliebtes
Beispiel. Gerne wurden Wettbewerbe durchgefiihrt, wem die beste Konstruktion einer
Maschine bzw. eines Registermaschinen-Programms gelang. Manchmal gab es dafiir
auch Medaillen (Abb.16a,b).

Abb. 16a: Medaillen-Vorderseite Abb. 16b: Medaillen-Riickseite

Peter Hawighorst (1993), Ansgar Striethorst (1997), Stephan Armbrust (1999) sowie
die Autorin haben sich zu einschlidgigen Staats- bzw. Diplomarbeiten anregen lassen;
Peter Hawighorst (1997), Wolfgang Stolzmann (1997), Stephan Armbrust (in Arbeit)
wie auch die Autorin zu weiterfiihrenden Dissertationen.

4.2 Kognitionspsychologische Experimente

Unschitzbar ist Ursula Viets groe Erfahrung mit empirischen Studien, die sie von
Anfang an in die Diskussionen mit Elmar Cohors-Fresenborg einbrachte. Berichten zu
Unterrichtsbeobachtungen begegnete sie mit dem Ratschlag, iiber die Durchfiihrung
solcher Untersuchungen nachzudenken, die auch kognitive und affektive Variablen
mit einbeziehen. Eine grofle Bereicherung der Osnabriicker mathematikdidaktischen
Forschungsarbeit in den frithen Jahren ergab sich durch den Eintritt des Miinsteraner
Psychologen Hans-Joachim Striiber zugleich in beide der Osnabriicker Mathematik-
didaktik-Arbeitsgruppen. IThm ist zu verdanken, dass das Osnabriicker Theorie-
spektrum frithzeitig um kognitionspsychologische Aspekte erweitert worden ist und
im weiteren Verlauf, dass sich die Autorin mit der Mathematikdidaktik anfreundete
und nach ihrer Promotion in Mathematik offen war fiir eigene Fragestellungen, die

62




Maschinenintelligenz ... Mathematisierung €

sich nicht allein dem mathematischen Inhalt sondern auch — oder gar zuvorderst — dem
mathematischen Denken widmen. Die Idee der Automaten, die Elmar Cohors-
Fresenborg aus Miinster {iber Flensburg nach Osnabriick gebracht hatte, stellte dabei
in ihren unterschiedlichen Anwendungszusammenhéingen — sei es zum Anfassen wie
bei den DYNAMISCHEN LABYRINTHEN oder als Skizzen und Formeln wie in den
iiblichen mathematischen Schriften — eine tragfiahige Briicke dar.

4.2.1 Nonverbale mathematische Begriffsbildung

Elmar Cohors-Fresenborg und Hans-Joachim Striiber prézisierten schon frith ihre
Ideen, dass man — wie man es heute ausdriicken wiirde — mit den DYNAMISCHEN
LABYRINTHEN den Anteil nonverbaler Begriffsbildung bei bestimmten Basisformen
mathematischen Denkens untersuchen konne. Die bei den zahlreichen Unterrichts-
einsidtzen mit DYNAMISCHEN LABYRINTHEN beobachteten Unterschiede von
Schiilern, Probleme zu 16sen, fiihrten Ende der 70er Jahre zu ersten Fallstudien in
Form von klinischen Interviews und spiter in Form von konstruktivistischen
Lehrexperimenten. Die Tatsache, dass beim Bau von DYNAMISCHEN LABYRINTHEN
sichtbare Spuren des Denkens entstehen, die eine gewisse Auskunft iiber die
ablaufenden Denkprozesse etwa auch ohne die Methode des "Lauten Denkens" geben,
machte hier Denkuntersuchungen unter Videobeobachtung auBerordentlich
interessant.

Uber die Ergebnisse der durchgefiihrten Untersuchungen wurde im internationalen
Rahmen erstmals auf der 2" Conference for the Psychology of Mathematics
Education vorgetragen (Cohors-Fresenborg, 1978), die von Elmar Cohors-Fresenborg
nach Osnabriick geholt worden war. Noch heute trifft man auf damalige
Tagungsteilnehmer, die vom erstklassigen Buffet der Osnabriicker Mensa beim
Tagungsbankett schwérmen. Fiir die Autorin brachte die Tagung eine erste Berlihrung
mit der Mathematikdidaktik: aufgrund ihrer damals exzellenten Franzdsisch-
kenntnisse wurde sie als studentische Hilfskraft zur Mitarbeit wahrend der Konferenz
eingestellt, um den damals weniger der englischen Sprache méchtigen franzosischen
Didaktikkollegen einen besonderen Service zu bieten. Daraufhin wurde sie u.a. zu
ihrem ersten ausldndischen Gastvortrag eingeladen und berichtete in Grenoble iiber
die DYNAMISCHEN LABYRINTHE (Schwank 1980).
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Studien mit hérgeschddigten Kindern

Als "Hartetest" fiir ihre Ideen fithrten Elmar Cohors-Fresenborg und Hans-Joachim
Striiber eine Vergleichsuntersuchung zwischen einem dritten Schuljahr mit gesunden
Kindern und einem vierten Schuljahr mit horgeschidigten Kindern durch'. Fiir die
Fachleute am Landesbildungszentrum fiir Horgeschédigte in Osnabriick war es vollig
tiberraschend, dass ihre horgeschiadigten Kinder beim mathematischen Problemldsen
mit den DYNAMISCHEN LABYRINTHEN besser abschneiden konnten als die Kinder
aus der Vergleichsgruppe (Cohors-Fresenborg & Striiber, 1982).

Besonderes Interesse galt einem von Geburt an gehdrlosen Schiiler, dessen
Problemldseverhalten sich seine Lehrer nicht erkldren konnten und der offensichtlich
auch iiberhaupt nicht von den Vorteilen, die nach Cohors-Fresenborg & Striiber
(1982) ein handlungsorientierter Zugang zu mathematischer Begriffsbildung bieten
sollte, profitierte. Im Rahmen der ersten beiden der vom 1984 gegriindeten
Forschungsinstitut fiir Mathematikdidaktik e.V. eingeworbenen Forschungsauftrige
konnte gezeigt werden, dass die Erkliarung in der ausgeprigten Priferenz dieses
Schiilers fiir priddikatives Denken zu sehen ist (dokumentiert in Cohors-Fresenborg,
1985Db, S. 11-14). Ein mutiger Versuch, ihm direkt die formale Sprache der Register-
maschinen zu erschlieen, war beeindruckend erfolgreich (Schwank, 1986; Cohors-
Fresenborg, 1986, S. 12-14; Schwank, 1987b, S. 23/24). Das Ergebnis stellte viele
Gewissheiten von im Unterricht mit Horgeschidigten erfahrenen Lehrkriften {iber die
Rolle von Sprache bei mathematischer Begriffsbildung in Frage.

Studie mit einem aphasischen Kind

In jener Zeit entwickelte sich eine tiber zwei Jahrzehnte andauernde Zusammenarbeit
mit Fancis Lowenthal, wie Elmar Cohors-Fresenborg damals ebenfalls junger
Logiker, der an der Universitét im belgischen Mons in der Lehrerausbildung titig war.
Wegen der Nihe seiner Arbeitsgruppe zu psycholinguistischen Forschungsfragen
erkannte Fancis Lowenthal die Mdglichkeiten, welche der Einsatz der
DYNAMISCHEN LABYRINTHE als nonverbal communication devices bot (Lowenthal
& Marcq, 1982; Lowenthal, 1984). Aufsehen erregend war der Erfolg, den er mit dem
Einsatz der DYNAMISCHEN LABYRINTHE bei der Arbeit mit einem aphasischen
Jungen erzielen konnte (Lowenthal & Saerens, 1986).

Studien mit ADS-Kindern

Die langjéhrigen Erfahrungen mit dem Einsatz der DYNAMISCHEN LABYRINTHE
haben auch dazu gefiihrt, dass bislang zwei Studien mit ADS-diagnostizierten Kindern

1. Wegen des schon in der Grundschule iiblicherweise starken Zuriickfallens horgeschadigter Kinder im
Fach Mathematik war als Vergleichsgruppe eine ein Jahr jiingere Grundschulklasse gewéhlt worden.
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unternommen worden sind (Gawlik, 2003) und eine dritte im Sommer 2006 ansteht.
Auch diese Kinder profitieren von den gegebenen, teils fesselnden Interaktions-
moglichkeiten und oftmals unmittelbaren Riickmeldungen z.B. wenn Erprobungs-
"fahrten" getdtigt werden.

4.2.2 Einzelfallstudien zum Problemloseverhalten

Ein besonderes Untersuchungsinteresse galt der Wechselwirkung von &duBleren
Reprisentationsformen und mentalen Modellen (z.B. Cohors-Fresenborg, 1985a;
Kaune, 1985; Schwank, 1979, 1993).

Schon frith war in mit einzelnen Grundschiilern durchgefiihrten Pilotstudien
aufgefallen, dass ein zentraler Unterschied im Vorgehen beim Konstruieren von
Schaltungen mit den DYNAMISCHEN LABYRINTHEN darin besteht, ob vorab-
planend (spiter "begrifflich" genannt) oder schrittweise-interaktiv  (spater
"sequentiell" genannt) gearbeitet wird. Christa Kaune (1985) untersuchte in ihrer
Dissertation neben diesen beiden Problemlosestilen systematisch die individuellen
Vorlieben von 7. Kldsslern bei der Wahl der Reprisentationsformen "DYNAMISCHE
LABYRINTHE" und "Registermaschine" (Cohors-Fresenborg & Kaune, 1984). Die
Ergebnisse interessierte auch Software-Ergonomen (Cohors-Fresenborg & Kaune,
1985).

Die Untersuchungsergebnisse boten im weiteren Anlass, ein neues Aufgabenformat zu
kreieren (Kaune, 2001b, S. 39/40) und eine neue Unterrichtskultur zu etablieren,
welche die individuellen Denkprozesse wie auch die Forderung der metakognitiven
Fahigkeiten der Schiiler in den Mittelpunkt stellt (Kaune, 2001a; Cohors-Fresenborg
& Kaune, 2003).

4.2.3 Einzelfallstudien zu geschlechtsspezifischen Unterschieden

Bei den zahlreichen Untersuchungen zu individuellen Unterschieden beim
mathematischen Denken und Problemldsen unter Einsatz der DYNAMISCHEN
LABYRINTHE war aufgefallen, dass es vergleichsweise eher selten erfolgreich
funktional denkende Miadchen gab. Es dringte sich die Vermutung auf, ob in der
weniger ausgepragten funktionalen Begabung einer der Griinde fiir die feststellbare
geringere Présenz von Frauen in naturwissenschaftlich-technischen Berufen gesehen
werden konne. Der Landkreis Emsland hatte wegen der ihn bedrédngenden sozialen
Folgen aus der einseitigen Orientierung von Madchen bei der Berufswahl ein Interesse
an der Bearbeitung dieser Frage und erteilte dem Forschungsinstitut fiir
Mathematikdidaktik e.V. einen zweijdhrigen Forschungsauftrag. Tatsdchlich hatten
die beteiligten Médchen auch diesmal wieder groflere Schwierigkeiten, sich auf die
gestellten funktionalen Aufgaben mit den DYNAMISCHEN LABYRINTHEN
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einzulassen (Schwank, 1992). Es iiberraschte spiter wenig, dass die Dekomposition
des funktionalen und pradikativen Denkens zu Grundelementen fiihrt, die sich in der
Literatur zur Geschlechterforschung wieder finden lassen (Schwank, 2003).

4.2.4 Interkulturelle Vergleichsstudien

Studien mit indonesischen Schiilern

Die Ergebnisse der kognitionsorientierten Forschung mit den DYNAMISCHEN
LABYRINTHEN fiihrten zu der Frage, inwieweit sich diese Resultate auch in einer ganz
andersartigen als einer der westlichen Kulturen erzielen lieBen. Ein langjdhriger
Studienaufenthalt des (von Misereor geforderten) indonesischen Kollegen Yansen
Marpaung in Osnabriick bot die Gelegenheit zu einer interkulturellen DYNAMISCHEN
LABYRINTHE / Registermaschinen-Vergleichsstudie mit deutschen und indonesischen
Schiilern. Anhand einer sehr prizisen Analyse des Schiilerverhaltens konnte die
Autorin, die die Untersuchungen Marpaungs in Indonesien betreute, vorfiihren, dass
die beobachteten Unterschiede nicht wie bisher durch Unterschiede im Problem-
16sestil (begriftlich versus sequentiell) zu erklédren seien, sondern Unterschiede in der
Art der mentalen Modellierung postuliert werden miissten. Dies war die Geburts-
stunde der Unterscheidung zwischen pradikativem und funktionalem Denken und der
sich anschlieBenden These, dass es stabile, mehr oder weniger ausgeprigte indivi-
duelle Préaferenzen fiir eine der beiden Denkarten gibt (Schwank, 1986).

In seiner Hauptstudie konnte Yansen Marpaung (1986) zeigen, dass das Begriffspaar
pradikatives/funktionales Denken vom Begriffspaar begriffliches/sequentielles
Problemldsen unabhéngig ist. Die sowohl von Christa Kaune als auch Yansen
Marpaung beobachteten individuellen Vorlieben fiir die Wahl einer geeigneten
Einstiegsreprésentation fiir die zu erfindenden oder zu analysierenden Algorithmen
lie sich ebenfalls erkldren: Eine erfolgreiche Nutzung der Reprisentationsform
"DYNAMISCHE LABYRINTHE" liegt ursdchlich an einer individuellen Préaferenz fiir
funktionale kognitive Strukturen. Dieses flihrte funktionale indonesische Kinder
schon nach kurzem Training im technisch-manipulativen Umgang mit den
DYNAMISCHEN LABYRINTHEN zu deren Bevorzugung, obwohl Mitte der 80er Jahre
diese Kinder keinerlei Erfahrung mit vergleichbaren Spielzeug wie z.B. Steckbau-
steinen hatten. Umgekehrt veranlasst eine Schwiche im funktionalen Denken
leistungsstarke, priadikatives Denken bevorzugende Kinder dazu, die vermeintlich
anschauliche Reprisentationsform der Rechennetze zu {iiberspringen und einen
gesuchten Algorithmus sofort in der formalen Sprache der Registermaschine zu
formulieren (Marpaung, 1986, S. 44-47; Schwank, 1990).
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Studien mit chinesischen Schiilern — Weiterfiihrende Grundlagenforschung

Die deutsch-indonesische Vergleichsstudie mit den DYNAMISCHEN LABYRINTHEN
und den Registermaschinenprogrammen konnte spiater von Xu Bin Yan, die ein
Graduiertenstipendium des Landes Niedersachsen erhalten hatte, in Shanghai in einer
iiberarbeiteten Form durchgefiihrt werden (Xu, 1994). Mit den interkulturellen
Vergleichsstudien war das Problem aufgetreten, welche Versuchspersonen bzw.
Versuchspersonengruppen miteinander verglichen werden sollten. Ein wichtiges
Kriterium war gewesen, etwas zur allgemeinen Intelligenz der Versuchspersonen zu
erfahren. Zur engeren Auswahl der Versuchspersonen war schliefSlich der nonverbale
Intelligenztest APM (Raven, 1965) eingesetzt worden. Der Testeinsatz bewihrte sich.
Erst spiter bemerkte die Autorin, dass unklar war, warum sowohl im pradikativ-
logischen Denken Begabte wie auch im funktional-logischen Denken Begabte die
Testaufgaben erfolgreich 16sen konnten. Es schien zundchst als miissten bei den
statisch gegebenen Musteranordnungen, wie sie mit den figuralen Matrizenaufgaben
des APM-Tests vorliegen, die pradikativ Begabten im Vorteil sein. Die Losung war,
dass — je nach Konstruktion — in ein und derselben Matrizenaufgabe sowohl —
pradikativ — eine strukturelle Anordnung wie auch — funktional — ein Prozess-
geschehen wahrgenommen werden kann (Schwank, 1996). Diese Erkenntnis fiihrte
zur Konstruktion von neuen, optimierten Testaufgaben (Schwank, 1999/2000), die
schlieBlich auch den Einsatz von neuen Untersuchungsmethoden zur Erforschung des
funktionalen und priadikativen Denkens erméglichten (EEG-Untersuchung: Mélle et
al. 2000; verschiedene Blickbewegungs-Untersuchungen: z.B. Schwank, 2002;
Cohors-Fresenborg et al. 2003). Die Unterscheidung der beiden Denkarten hétte auch
einen anderen Ausgangspunkt nehmen konnen. In der Geschichte der Osnabriicker
Mathematikdidaktik sind es ausgewiesener Maflen die DYNAMISCHEN LABY-
RINTHEN, denen die entscheidende Schliisselrolle zukommt.

4.2.5 Studie mit Managern

Mitte der 90er Jahre bot sich die Gelegenheit, die Unterscheidung zwischen
pradikativem und funktionalem Denken auch fiir Erklarungen von Entwicklungen im
Bereich des Business Reengineering heranzuziehen. In einer Pilotstudie zum
Cognitive Business Reengineering spielten Aufgaben mit den DYNAMISCHEN
LABYRINTHEN eine wichtige Rolle (Cohors-Fresenborg & Schwank, 1997). Das
dabei beobachtete Verhalten der Manager war bei gleicher kognitiver Struktur mit
dem von Schiilern und Studierenden in China, Deutschland und Indonesien
vergleichbar: Die Erfindung der Konstruktion eines 2er-Verteilers mit einer Weiche
scheidet eben die Geister.
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4.3 Entwicklung weiterer Unterrichtsmaterialien

Die Entstehungsgeschichte der DYNAMISCHEN LABYRINTHE ist — in der
Lehrerausbildung in Osnabriick — Vorbild und MaBstab geworden fiir die Entwicklung
weiterer Materialien fiir den Mathematikunterricht in der Primarschule (Klassen 1-6):
Zunichst gilt es, sich eine mathematische Idee bzw. ein mathematisches Ideengefiige
griindlich und umfassend zu erarbeiten. Erst auf einer solchen soliden Grundlage kann
ernsthaft damit begonnen werden, eine gegenstindliche Formgebung, greif- und
manipulierbares Spielzeug zu diesen Ideen und ihren Beziehungen zu erfinden.
Ausgehend u.a. von der Dedekindschen Erkldrung der natiirlichen Zahlen (Dedekind
1969/1887) und unter Einbeziehung kognitionstheoretischer Uberlegungen sind auf
diese Weise gemeinsam mit Studentinnen die Rechenwendeltreppe, der Zahlenbaum
und das Zahlen-Hochhaus entwickelt und schieBlich im Unterricht erprobt worden
(Aring & Blocksdorf, 2003; Schwank, Aring & Blocksdorf, 2005; Kronemeyer &
Schomakers, 2004; Kraicziczek, 2005; Schnalle & Schwank, 2006; Schwank, 2005).
Im aktuellen Unterrichtsmaterial-Projekt "Auf und ab in den Burgtiirmen — Von
Zihlprotokollen zu geschickten Berechnungen" (Voogd, in Arbeit) wird eine enaktive
Représentation fiir das Handeln in Stellenwertsystemen untersucht, die nicht auf der
Biindelungsidee, sondern auf der Taktgebungsidee beruht (Ruf & Gallin, 1999;
Schwank, 2005).

4.4 DYNAMISCHE LABYRINTHE — Online

Vielfiltige, teils interaktiv nutzbare Informationen zu den DYNAMISCHEN
LABYRINTHEN werden im Internet angeboten:
http://www.ikm.uni-osnabrueck.de/aktivitaeten/dl/dynamische-labyrinthe.htm

5. Schlusswort

Sollte aufgrund der Vielfalt der Berichte zum Einsatz der DYNAMISCHEN
LABYRINTHE der Eindruck entstanden sein, dass sich das Forscher- und
Entwicklerleben von Elmar Cohors-Fresenborg auf eine Auseinandersetzung mit
diesen reduzieren lieBe, so liage ein Irrtum vor. Mdglicherweise gibt es einen Anlass
zum 70. Geburtstag, einen der weiteren Schwerpunkte seiner Arbeit zu wiirdigen. Wer
neugierig geworden ist, mag schon zuvor Elmar Cohors-Fresenborgs homepage
besuchen: http://www.ikm.uni-osnabrueck.de/mitglieder/cohors/cohors.html.
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